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Abstract. There are many problems in finding a basis for R™ consisting of the
eigenvectors of a square matrix A,,,. These bases can be used to study the geometric
properties of A and simplify various numerical calculations involving A. These bases
are also important in various applications, one of which is from these bases we can
derive the properties of vector spaces one of which is that each eigenspace is a
subspace of its vector space. The problem of finding a basis consisting of eigenvectors
is equivalent to the diagonalization problem. The author discuss the diagonalization
of linear operators.
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Abstrak. Ada banyak masalah dalam mencari suatu basis untuk R™ yang terdiri dari

vector-vektor eigen dari suatu matriks bujursangkar A,, ., . Basis-basis tersebut dapat
digunakan untuk menelaah sifat-sifat geometri dari matriks A dan menyederhanakan
berbagai perhitungan numerik yang melibatkan matriks A. Basis-basis ini ini juga
penting dalam berbagai aplikasi, yang salah satunya dari basis-basis tersebut bisa
didapatkan sifat-sifat dari ruang vector salah satunya setiap ruang eigen adalah
subruang dari ruang vektornya. Masalah mencari basis yang terdiri dari vector-vektor
eigen equivalen dengan maslah diagonalisasi .Penulis membahas mengenai
diagonalisasi operator linear.

Kata Kunci: Diagonalisasi, Matriks,Ortogonal,Operator Linear.

1 Pendahuluan

Suatu matriks bujursangkar 4,,, dikatakan dapat didiagonalkan
(diagonalizabel) jika terdapat matriks P yang mempunyai invers (dapat dibalik)
sehingga P-'4P merupakan matriks diagonal. Jadi pengertian matriks
diagonalisasi adalah proses memaksa suatu matriks bujursangkar dibuat menjadi
matriks diagonal dengan cara mengkonstruksi matriks P yang berasal dari
vektor-vektor eigen A, dimana vektor eigen pasti bebas linear karena vector
eigen adalah basis dari ruang eigen yang mengakibatkan memiliki invers
sehingga dengan syarat definisi matriks dapat didiagonalkan dapat ditemukan
matriks diagonalnya [1],[2]. Atau secara sederhana dengan menemukan matriks
P yang memiliki invers sehingga terdapat matriks A yang dapat didiagonalkan.
Suatu matriks bujur sangkar A dikatakan dapat didiagonalkan jika ada suatu
matriks yang dapat dibalik P sedemikian sehingga P~'AP adalah suatu matriks
diagonal, matriks P dikatakan mendiagonalkan P [3],[4],[5].
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Hal tersebut hanya berlaku pada diagonalisasi matriks yang hanya cukup
diagonal matriksnya similar dengan suatu matriks diagonal, sedangkan ada kasus
dimana ditemukan suatu basis sehingga matriks representasinya relative
terhadap basis diagonal. Misalkan T:v — v adalah suatu operator linear pada
ruang vector V, Operator T dikatakan dapat didiagonalkan jika ada suatu basis
terurut B dari V sehingga [T adalah matriks diagonal [2],[6],[7].

Diagonalisasi mempunya banyak aplikasi dan memiliki beberapa versi di
struktur matematika lainnya [8],[9],[10],[11],[12],[13],[14],[15],[16].

2. Hasil dan Pembahasan

2.1 Diagonalisasi Operator Linear

Definisi 1.1. Misalkan T: V — V adalah suatu operator linear pada ruang vektor V
operator T dikatakan dapat didiagonalkan jika ada suatu basis terurut B dari V
sehingga [T]z adalah matriks diagonal.

Contoh 1:
T:R3 > R3

()-(32)6)

Dengan basis yang dipilih B = {(1)(3)(2)} Tunjukan apakah [T]z adalah
0 1 1
matriks diagonal.

Penyelesaian:
Langkah pertama yang harus dilakukan ialah mencari peta-peta dari setiap basis b,
kemudian kombinasi linear dari peta tersebut;

B0

=11
0

1 1 0 0
0 0 1 1
Sehingga didapat kombinasi linear dari peta tersebut adalah (3)
0
Dengan cara yang sama didapat T (2) = (.02) dan T (‘1)) = (_02) sehingga didapat
-2

1 -1 1

kombinasi linear berturut-turut adalah (_°1>, ( p )
0 -2

Jadi,matriks penyajian terhadap basis B dari operator T adalah [T] = (é o9 )
00 -2
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Teorema 1.1. Jika T:V — V adalah sebuah operator linear pada suatu ruang vektor
berdimensi terhingga V, dan jika B dan B’ adalah basis untuk V maka :

[T]g, = P~ [T]pP
Dimana P adalah matriks transisi dari B’ ke B.
Teorema 1 ini digunakan untuk menentukan bentuk paling sederhana yang mungkin
yang dapat diperoleh untuk matriks suatu operator linear dengan memilih basis
dengan tepat.

Contoh 2 :
Misalkan T: R® —» R3® adalah sebuah operator linear yang dirumuskan oleh

T <§;> = <x1+22x;+x3), dengan matriks pendiagonal P = (B“f_f).

X3 x1+3x3 101
Penyelesaian:

Katrena T(ey) = ( 1 8_02) (8) = (2) =0 (8) +1 (‘{) +1 (8) sehingga didapat
-11-3 0 1 0 0 1

kombinasi linear dari peta adalah [T'(e;)]p = (?
1

T(e,) = (2) dan T(es) = ("12>, sehingga didapat kombinasi linear berturut-turut
0 3

). Dengan cara yang sama didapat

adalah [T(e,)]s = (3) [T(es)]p = (‘12>. Jadi,matriks penyajian terhadap basis B
0 3

dari operator T adalah [T]z = ((1’ 9 _12>. Setelah itu berdasarkan teorema pertama P
10 3

merupakan matriks transisi dari basis B’ = {uj, uj,u3} kebasis standar B =
{e;, 5, e5}.0leh karena itu, [u}]z = (‘01), [uplp = (?) [uilp = (_12). Sehingga
0 1

1
didapat basis dari B’, uj = (_01), uy = ((1’ , dan uj = (_12). Jadi [Tz =
0 1
0_
2
0

Tl Tl TR, T = (337)(3) = (3) = (7)) =2(7) +
1 3 1 2 2 1
0(?)+0<"12). Sehingga T[u}]y = (5) Dengan cara yang sama didapat
0 1 0

Tluzlp = (g) dan  Tluzly = (?) Diperoleh [T =

(T[] I TTub]p IT TS 1], [T]sr = (§§§) Jadi, T :R® > R® adalah sebuah

2x3

operator linear yang dirumuskan oleh T<x2> (1+2x2+x3> Dengan B

X1+3X3

merupakan basis standar di R3 dan basis B’ = {("0) <1> (_12)}, merupakan

1 0 1
operaror linear yang dapat didiagonalisasi.

Teorema 1.2. Misalkan vq,v,, ... ,v,adalah vector eigen dari operator linear
T:V -V yang bersesuaian dengan nilai-nilai-nilai eigen yang berbeda dengan
{vi, vy, ... ,v,} bebas linear.

Bukti
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Misalkan v; adalah vector eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A; dengan
Ai * Aj ,i,j = 1,2,3, e, n
Andaikan himpunan {vy, v,, ... , v,,} tidak bebas linear maksimal dengan 1 < r <
n. Akibatnya :
kivy + kyvy 4+ o+ k1 Uy = 0 €y
Deipenuhi oleh nilai k; yang tidak semuanya nol, dengan demikian :
T(kivy + kovy 4+ + Kpy1Vr41) = 0

Sehingga,
kiT(v1) + kT (v3) + -+ kpy 1 T(Wrgq) = 0
kiAdv1 + kodavy + o+ k1 Ar g1 Vrr = 0 (2)
Kalikan (...1) dengan 4,4
(kqv1 + kavp 4+ kpyqVpyg) =0 X (Ar+1)
(Ars1(lv1) + -+ Ary1 (g Vrgg) = 0 (3)

Kurangi persamaan 2 dikurangi persamaan 3
(k1 dqvy + -+ K1 drp1Vrp1) — (Arpr(kyvy) + Ap gy (kovo) + -
+ Ars1(kr41vr41)) = 0
ki(A1 = Arp )1+ F k(A — Apy))vr = 0

Karena {vq, vy, ... , v} bebas linear maka k;(4; — A,41) = 0untuk i = 1,2...,r.
Karena (4; — A,-41) # 0 untuk i = 1,2 ...,r, maka haruslah k; = 0 untuk i =
1,2 ...,r. Diperoleh (k,+1)(vy4+1) = 0, karena (v,,,) # 0 maka haruslah k,.,; =
0 (Kontradiksi). Jadi haruslah {v;, v,, ... , v,,} bebas linear.

Teorema 1.3. Misalkan T: V — V adalah suatu operator linear pada suatu ruang
vector V berdimensi n maka pernyataan berikut ekuivalen :

1. T dapat didiagonalkan

2. Ada basis terurut B dari V yang terdiri dari vector-vektor eigen dari T

3. Untuk sebarang basis C dari V, [T]. dapat didiagonalkan.

Bukti
Adt 1 = 2 misalkan T dapat didiagonalkan maka ada B = {v,,v,, ... , v,} basis
0
k, -~ 0 :
terurut V sehingga [T]z = [ i~ i |. Kemudian karena [v;]p = i | maka,
0 - ky :
0
0
[Tw)ls = [Ts[vils = | ki | Diperoleh T(w) = kw;, v; 0. Jadi
0

vy, V5, ... , Uy, adalah vector-vektor eigen dari T. Kemudian akan ditunjukkan 2 =
1. Misalkan B = {vy, vy, ... , .} basis berturut-turut V dengan T (v;) = A;v; untuk
setiapi =1, ...,n.
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0 0
Akibatnya diperoleh [v;]g = | @ |, dan [T(v;)]g = Ai[vilg = | 4 | untuk setiap
0 0
A - 0
i=1,..,n Akibatnya [T]z = [ oo ] sehingga T dapat didiagonalkan.
0 - A,
Selanjutnya akan ditunjukkan 1 = 3. Misalkan T dapat didiagonalkan dan C
sebarang basis terurut dari V. Karena T dapat didiagonalkan maka terdapat B basis
terurut dari V sehingga [T]z = D, D matriks diagonal. Berdasarkan teorema
sebelumnya ada matriks transisi P dari basis B ke C sehingga,
PYT|gP =[T]y =D
Jadi [T]. dapat didiagonalkan.
Selanjutnya akan ditunjukkan 3 = 1. Misalkan [T]. dapat didiagonalkan , artinya
terdapat P yang dapat dibalik sehingga
P~YT],P =D
Pilih B = {v,, v, ... ,v,} dengan [v;]. = P;, maka B bebas linear. Karena [v;]; =
P; bebas linear jadi B basis bagi V. Sehingga diperoleh P[v;]z = P; = [v;]¢, jadi
P matriks transisi dari B ke C. Akibatnya [T]z = P~[T].P = D, artinya T dapat
didiagonalkan.

Contoh 3 :
Misalkan T: R® — R3 adalah suatu operator linier yang dirumuskan sebagai berikut

0-( 9

ditunjukkan T dapat didiagonalkan.

Akan

Penyelesaian :

1 1 0 0)\/1 1 1 0 0
T<1 =1 o -2 (1 =(1])=() 1>+(0)<2>+(0)<1
0 -1 1 -3/\0 0 0 1 1
0 1 0 0)\/0 0 1 0 0
T<2 =1 o -2 (2 = —2>=(0)<1>+(—1)<2>+(0) 1)
1 -1 1 -3/\1 ~1 0 1 1
0 1 0 0\/0 0 1 0 0
T<1 =1 o -2 (1 = —2>=(0)<1)+(0)(2)+(—2) 1)
1 -1 1 -3/\1 -2 0 1 1

Sehingga didapat matriks diagonal dari permasalahan diatas adalah

1 0 0
[T]s = <0 -1 0 )
0 0 -2

Contoh 4 :

Akan ditunjukkan T (;) = (197 :ig

dapat dipergunakan untuk menghitung (

) (;) dapat didiagonalkan. Yang kemudian

a4
5 Ti6)
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Penyelesaian:

Untuk mendapatkan persamaan karakteristik, didapatkan
x—17 30\ _ . . -
det( 90,1 6) = 0. Sehingga didapatkan persamaan karakteristik

(x—17)(x+16) — (30)(-9) =0
x?—x—272+270=0
x2—x—-2=0
x—-2)x+1D =0
Sehingga didapat nilai eigen 1, = —1 dan A, = 2, lalu didapat vektor eigen untuk
masing-masing nilai eigen sebagai berikut. Untuk A, = —1 diperoleh vektor eigen

Span{(g)}. Dan untuk A; =2 diperoleh vektor eigen Span{(i)}. Matriks

diagonalnya adalah (_01 g) dengan P = (_31 _25) dan p~1 = (g i)

sanaee (7 30 =5 DG DG )
3 Kesimpulan

Dalam makalah ini didapat pengertian dan beberapa teorema dan pembuktian dari
diagonalisasi operator linear dan beberapa contoh yang sudah tertera didalam
pembahasan. Berikut beberapa ringkasan teorema dan definisi dari hasil
pembahasan diatas : _ - _

o Diagonalisasi operator linear adalah jika T: V — V adalah suatu operator linear
pada ruang vektor V operator T dikatakan dapat didiagonalkan jika ada suatu
basis terurut B dari V sehingga [T] adalah matriks diagonal.

o Misalkan T:V — V adalah sebuah operator linear pada suatu ruang vektor
berdimensi terhingga V, dan jika B dan B’ adalah basis untuk V maka :

_ Tl =P T]gP
Dimana P adalah matriks transisi dari B’ ke B.

o Misalkan vy, v,, ... , v,adalah vector eigen dari operator linear T: V — V yang
bersesuaian dengan nilai-nilai-nilai eigen yang berbeda dengan {v;, vy, ... , v,,}
bebas linear.

o Misalkan T:V — V adalah suatu operator linear pada suatu ruang vector V
berdimensi n maka pernyataan berikut ekuivalen :

1. T dapat didiagonalkan
2. Ada basis terurut B dari V yang terdiri dari vector-vektor eigen dari T

3. Untuk sebarang basis C dari V, [T]. dapat didiagonalkan.
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