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DIMENSI METRIK GRAF DUAL PRISMA
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Abstract. The form of a graph which formed from a graph has no intersecting side
is called a dual graph. One graph that can be formed as a dual graph is a prism
graph. Prism graph (P, ,) is a graph formed from the results of a cartesian product
of a cycle graph with a line graph. In this paper we discuss the metric dimension of a
dual prism graph (P, ). The metric dimension of a dual prism graph is divided into
two states, whenn = 2andn > 3.
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Abstrak. Bentuk graf yang dibentuk dari graf yang tidak memiliki sisi yang
berpotongan disebut sebagai graf dual. Salah satu graf yang dapat dibentuk sebagai
graf dual adalah graf prisma. Graf prisma (P,, ,) merupakan graf yang terbentuk dari
hasil produk kartesian graf sikel dengan graf garis. Dalam paper ini dibahas
mengenai dimensi metrik dari graf dual prisma (P, ,,). Dimensi metrik dari graf dual
prisma terbagi dalam dua keadaan yaitu pada saat n = 2 dann > 3.

Kata Kunci: Graf dual, graf prisma, dimensi metrik.

1 Pendahuluan

Salah satu bentuk dari graf adalah graf dengan sisi yang tidak saling
berpotongan atau disebut juga sebagai graf planar. Contoh dari bentuk graf
tersebut adalah graf pohon, graf prisma, dan graf antiprisma. Dari graf planar
tersebu dapat dibentuk suatu graf baru yang disebut dengan graf dual. Simpul dari
graf dual merupakan region r pada graf planar. Dua simpul pada graf dual dapat
dihubungkan dengan suatu sisi jika dan hanya jika dua region yang diwakili oleh
kedua simpul tersebut dipisahkan oleh sisi pada graf palanar pembentuknya [1].
Beberapa penelitan yang telah dilakukan dengan menggunakan graf dual antara
lain penggunaan graf dual sebagai dasar pewarnaan peta kotamadya [6], sifat dari
graf euler jika dihubungkan dengan graf dual [7], penandaan jaringan sosial
berdasarkan graf dual [12], dan karakteristik dari graf dual parsial [5]

Salah satu subjek yang dipelajari dalam teori graf adalah dimensi metrik dari
graf. Jika dimisalkan suatu graf G, maka dimensi metrik dim(G) dari graf
merupakan nilai kardinalitas minimum dari himpunan pembeda W. Himpunan
pembeda W merupakan himpunan simpul W < V(G) dimana representasi relatif
simpul v eV(G) terhadap w dapat dituliskan sebagai
r(w|W) = (d(v,w,),d(v,w,), ...,d(v,w,)) dengan d (v, w;) merupakan panjang
lintasan minimum antara simpul v dengan simpul w; untuk setiap 1 <i < n.
Himpunan pembeda W merupakan himpunan pembeda dari graf G jika untuk
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sebarang simpul dalam G memenuhi r(v|W) # r(u|W) dengan v # u dan
u, v € V(G) [3]. Beberapa penelitian mengenai dimensi metrik antara lain dimensi
metrik graf K,. + mK; dengan m,r,s € N [4], dimensi metrik dan dimensi partisi
dari famili graf tangga [9], dimensi metrik graf pohon bentuk tertentu [8], analisis
dimensi metrik dengan himpunan pembeda terhubung pada graf khusus keluarga
pohon dikaitkan keterampilan berpikir tingkat tinggi [10], dan dimensi metrik graf
amal (nKm) [11].

Dari penjabaran diatas, dalam artikel ini dibahas mengenai dimensi metrik dari
graf dual yang dibangun dari salah satu graf planar. Graf planar yang dimaksud
adalah graf prisma P} yang merupakan hasil dari cartesian product antara
Coy X B,.

2 Pembahasan

Sebelum menemukan nilai dimensi metrik dari graf dual yang dibentuk dari
graf prisma, maka diperlukan bentuk umum dari graf dual prisma. Dari bentuk
umum tersebut kemudian dicari dimensi metrik dari graf yang terbentuk.

2.1 Graf dual prisma

Bentuk umum dari graf dual yang dibentuk dari graf prisma dapat didefinisikan
sebagai berikut:

Definisi 1. Graf B, , merupakan graf dual yang dibentuk dari graf prisma By
dengan m,n > 1.

Himpunan simpul dari graf P, ,, adalah V(Pn’m) ={upup Uy ;|1 <i<m
dan i <j <n} dan himpunan sisi dari graf P, dapat dinyatakan sebagai
E(P,;Ln) ={uou;1|1 < i <mpul\{y;jupq |1 <i<m dan 1<j<n}u
{umjujl1 <j<n}u{ujujqll<is<m dan 1<j<n-2}u
{Uin_1uy|1 < i < m}. Dengan kata lain |V(B;,)|=m®m—1)+2 dan
|E(Pnn)| = m(2n = 1).

Gambar 1 merupakan contoh graf dual Ps;; yang dibentuk dari graf prisma
Cs X P;. Himpunan simpul dari graf P, adalah V(P{3) = {u, w1, Uio Us}
dengan 1<i<5 dan himpunan sisi dari graf P{, adalah E(Pi;) =
{uoui,1|1 <i< 5} U {ui,jui+1,j|1 <i<5dan1<j< 3} U
{us,jul,j|1 <j<3}u{uu,}ll <i<5}ufw,us|l <i<5)
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Gambar 1. Graf dual Ps 5

2.2 Dimensi metrik graf dual prisma

Berikut diberikan lemma yang akan digunakan sebagai pembuktian dalam
pembuktian dimensi metrik graf dual prisma

Lemma 2.1 Misalkan u dan v merupakan simpul yang ada pada graf G. Jika (1)
simpul u dan v tidak bertetangga dan N(u) = N(v) atau (2) simpul u dan v
bertetangga dan N[u] = N[v], maka setiap himpunan pembeda dari G memuat
paling sedikit salah satu dari simpul u dan v [2].

Dimensi metrik dari graf dual prisma Py, ,, didapatkan dalam dua keadaan yaitu
pada saat n = 2 dan n > 3. Berikut diberikan teorema graf dual prisma B,
dengan n = 2:

Teorema 2.1 Jika Py, , adalah graf dual dari graf B dengan m > 3, maka
3 untuk3<m<6

dim(P;,,) = {lém +2
5

J +1, untukm > 7 1)

Bukti:
Dalam pembuktian ini dilakukan dalam 3 kasus yaitu:

Kasus 1: Ditunjukkan dim(P;,,) =3 pada 3 <m < 5. Untuk batas atas jika
dimisalkan diambil W = {ug, uy 1, u5,} < V(Py,,). Dari W tersebut sedemikian
hingga didapatkan hasil representasi jarak antara simpul u terhadap W berbeda,
dengan kata lain himpunan W merupakan himpunan pembeda dari Py, , untuk
3 <m <5 sehingga dim(P,;,n) < 3. Selanjutnya untuk batas bawah dimensi
metrik, simpul u, dan simpul u, memiliki simpul-simpul ketetanggaan yang
sama, sehingga sesuai dengan Lemma 1 salah satu simpul dari simpul u, dan u,
harus masuk kedalam himpunan pembeda W mengakibatkan dim(P,i,l,Z) > 1.
Karena graf Py, , bukan graf lintasan, maka dim(P,’n,Z) > 2. Untuk simpul u; 4
yang ada pada sikel memiliki diameter yang sama yaitu diam(u;, ;1) = 2
untuk i # j. Karena setiap gap pada W paling sedikit memuat satu dan paling
banyak memuat tiga simpul dari graf C,,, serta paling banyak satu gap pada W
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memua tepat tiga simpul maka dim(Py,,) = 3. Karena 3 < dim(P),,) < 3,
maka dim(P;,,) =3 untuk 3 <m < 5.

Kasus 2. Ditunjukkan dim(P;,,) =3 pada m =6. Untuk batas atas jika
dimisalkan diambil W = {u,,u;1,u3,} < V(P},,). Dari W tersebut sedemikian
hingga didapatkan hasil representasi jarak antara simpul u terhadap W berbeda,
dengan kata lain himpunan W merupakan himpunan pembeda dari Py,
untukm = 6 sehingga dim(By, ) < 3. Selanjutnya untuk batas bawah dimensi
metrik, simpul u, dan simpul u, memiliki simpul-simpul ketetanggaan yang
sama, sehingga sesuai dengan Lemma 1 salah satu simpul dari simpul u, dan u,
harus masuk kedalam himpunan pembeda W mengakibatkan dim(P;,,) = 1.
Karena graf Py, , bukan graf lintasan, maka dim(P,’njz) > 2. Untuk simpul u; ;
yang ada pada sikel memiliki diameter yang sama yaitu diam(u;,u;1) = 2
untuk i # j. Karena setiap gap pada W paling sedikit memuat satu dan paling
banyak memuat tiga simpul dari graf C,, serta paling banyak satu gap pada W
memua tepat tiga simpul maka dim(Py,,) = 3. Karena 3 < dim(P;,,) < 3,
maka dim(P}, ;) = 3 untuk m = 6.

Kasus3: ditunjukkan dim(Py,,) = [2"?2] +1 pada m > 7. Untuk batas atas,

misalkan pola dari pengambilan gap dapat ditulis dalam barisan berurutan

{gl,gz,...glgj} dimana g; adalah jumlah simpul yang ada pada gap. Dari

permisalan tersebut didapatkan pola gap dari m > 12 mengikuti pola pada
m € {7,8,9,10,11} dengan penambahan gap {1,2} sebanyak i dengan pola
pengulangan pada m + 5. Dari pola tersebut dapat dikonstruksikan W sebagai
berikut:
a. Untuk mmod5 = 2 atau 3
2m+2

Misalkan m = 5k + 2 atau m = 5k + 3, maka didapatkan [ . J =2k+1
dengan k > 1. Sehingga didapatkan W = {u; 5, us451|0 <j < k}U
{us,}. Karena W memuat 2k +1 simpul dan dengan menggunakan
ketentuan yang ada pada kasus (1), maka untuk setiap u;q € V(Py,,)
memiliki representasi yang berbeda terhadap W, tetapi r(uy|W) =
T (uy |[W).

b. Untuk m mod5 =4
Misalkan m = 5k + 4, maka didapatkan [@J = 2k + 2 dengan k > 1.
Sehingga didapatkan W = {usysj1, Uessj1|0 <J < k} U {uy, sk
Karena W memuat 2k + 2 simpul dan dengan menggunakan ketentuan
yang ada pada kasus (1), maka untuk setiap u;; € V(P ,) memiliki
representasi yang berbeda terhadap W, tetapi r(uy|W) = r(u,|W).

c. Untukmmod5 =0 atau 1
Misalkan m = 5k atau m = 5k + 1, maka didapatkan lZ"?ZJ = 2k dengan
k>1. Sehingga didapatkan W = {usysj1, Uess1|0 <j <k —1}U
{uy1,usk_2,}. Karena W memuat 2k simpul dan dengan menggunakan
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ketentuan yang ada pada kasus (1), maka untuk setiap u;, € V(Py,,)
memiliki representasi yang berbeda terhadap W, tetapi r(uy|W) =
r(u, |W).
Dari ketiga kasus (a)-(c), didapatkan r(uy|W) = r(u,|W), sehingga salah satu
dari simpul u, dan u, harus masuk kedalam W. Hal tersebut mengakibatkan

kardinalitas minimum dari W adalah |W|=[27Z+2J+1, dengan Kkata
dim(Pp, ;) < |22 + 1.

Untuk batas bawah dari dimensi metrik, misalkan dim(Py,,) =l ; J Jika
lZm+2

. J simpul berada pada sikel, maka r(uy|W) = r(u,|W). Jika uy,u, € W
maka akan terdapat representasi yang sama untuk simpul yang ada pada sikel.

Dari uraian tersebut didaptakan |W| > [Z";HJ + 1, dengan kata lain dim(Py, ,) =
|22+ 1. Karena |22+ 1 < dim(P},) < | 52| + 1, maka dim(Py,2) =
lZ";+2J + 1untuk m > 7. u

2m+2

Sedangkan untuk dimensi metrik dari graf dual prisma P, , dengan n > 3
diberikan pada teorema berikut:

Teorema 2.2 Jika P, ,, adalah graf dual dari graf P dengan m = 3 dan n > 3,
maka

3, untuk3<m<5
i ! =112
dlm(Pm,n) {[?ml’ untukm > 6 )

Bukti:
Dalam pembuktian ini dilakukan dalam 2 kasus yaitu:

Kasus 1: Ditunjukkan dim(P,;,n) =3 pada 3 <m < 5. Untuk batas atas jika
dimisalkan diambil W = {u;1,u,1,us,}. Dari W tersebut sedemikian hingga
didapatkan hasil representasi jarak antara simpul u terhadap W berbeda, dengan
kata lain W merupakan himpunan pembeda dari P, , untuk 3 < m < 5 sehingga
dim(P,;m) < 3. Untuk batas bawah, dengan menggunakan ketentuan pada batas

atas dan karena pada tiap simpul yang ada pada sikel pertama memiliki tetangga
yang mengakibatkan jarak tiap simpul pada sikel pertama maksimal adalah 2.

Untuk m = 5 mudah diketahui bahwa dim(PBy, ,) = 3, untuk m = 3 dan m = 4
karena jarak tiap simpul maksimal 2 mudah diketahui bahwa dim(B;,,) = 2.
Pada m = 3, hasil representasi simpul sikel pertama yeng tersisa sama dengan
hasil representasi simpul u,, 7(uy1|W) = r(uo|W), sehingga dim(By,,) = 3.
Pada m = 4, hasil representasi simpul sikel pertama yang tersisa sama dengan 2
simpul dari sikel kedua yang bertetangga dengan simpul di W, r(u;,}|W) =
r(u;,|W) untuk i # j, sehingga dim(PBy,,) = 3. Karena 3 < dim(PB;,,) < 3
maka dim(B;, ,) = 3.
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Kasus 2: ditunjukkan dim(P,;m) = [Z?m] pada m > 6. Untuk batas atas, misalkan
pola dari pengambilan gap dapat ditulis dalam barisan berurutan

{gl'gz""gng} dimana g; adalah jumlah simpul yang ada pada gap. Dari

permisalan tersebut didapatkan pola gap dari m > 11 mengikuti pola pada
m € {6,7,8,9,10} dengan penambahan gap {1,2} sebanyak i dengan pola
pengulangan pada m + 5. Dari pola tersebut dapat dikonstruksikan W sebagai
berikut:

d. Untukmmod5 =1 atau 2

Misalkan m = 5k + 1 atau m = 5k + 2, maka didapatkan [2?"1] =2k+1
dengan k > 1. Sehingga didapatkan W = {u;,s5;, 345,10 <j < k}U
{u5k+1,1}. Karena W memuat 2k + 1 simpul dan dengan menggunakan
ketentuan yang ada pada kasus (1), dimana nilai a pada kasus (2) ini terdiri
dari a€{1+5j,3+5j,5k+1} jika 0<j <k, maka untuk setiap
u € V(P ) memiliki representasi yang berbeda terhadap W
e. Untukmmod5 = 3 atau 4
Misalkan m = 5k + 3 atau m = 5k + 4, maka didapatkan [Z?m] =2k + 2
dengan k > 1. Sehingga didapatkan W = {usys;, Uets)1|0 <j < k}U
{u1,1»u5k+3,1}- Karena W memuat 2k + 2 simpul dan dengan menggunakan
ketentuan yang ada pada kasus (1), dimana nilai a pada kasus (2) ini terdiri
dari a € {1,3+5j,6+5j,5k+ 3} jika 0 <j <k, maka untuk setiap
u € V(P ,) memiliki representasi yang berbeda terhadap IW/.
f. Untuk mmod5 =0

Misalkan m = 5k, maka didapatkan [Z?m] = 2k dengan k > 1. Sehingga
didapatkan W = {usys;1,Ue1s51|0 <j < k — 1} U {uy, usp—»,}. Karena
W memuat 2k simpul dan dengan menggunakan ketentuan yang ada pada
kasus (1), dimana nilai a pada kasus (2) ini terdiri dari a € {1,3 + 5j,6 +
5j,5k — 2} jika 0 <j < k —1, maka untuk setiap u € V(Py,,) memiliki
representasi yang berbeda terhadap W'.

Dari ketiga kasus (a)-(c), didapatkan bahwa W merupakan himpunan pembeda,

sehingga dim(P;, ) < [%m]
Untuk batas bawah dari dimensi metrik, misalkan dim(Py,,) = [z?m] — 1. Jika
[z?m] — 1 simpul berada pada sikel pertama, maka terdapat hasil representasi

simpul yang sama terhadap W. Jika [z?m] — 1 berada pada n sekel, maka terdapat
representasi simpul yang sama terhadapat W. Dari uraian tersebut didaptakan
w| > [Z?m] dengan kata lain dim(By,,) = [Z?m] Karena [Z?m] < dim(B},,) <

[Z?m] maka dim(B;, ,) = [z?m] untuk m > 6.
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3  Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan di atas, didapatkan bahwa dimensi metrik dari graf
dual prisma P, ,, dapat dibagi dalam dua keadaan yaitu pada saat n = 2 dan n >

3. Dimensi metrik graf dual prisma ketika n = 2 adalah dim(P},,) = 3 dengan
3<m<6 dan dim(P),,) = |
dual prisma ketika n >3 adalah dim(PB;,) =3 dengan 3<m <5 dan

dim(B;,,) = [sz] dengan m > 6.

J+ 1 dengan m > 7. Dimensi metrik graf
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