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Abstract. One of the interesting studies in graph theory to study is about graph that
are not mutually isomorphic. The purpose of this research is to find the pattern of the
number of graphs that are not mutually isomorphic using the Polya theorem. The
Polya theorem is related to the cycle index of a group, because the Polya theorem is
used to calculate the number off patterns of a group of permutations that make up the
cycle index of the group. The Polya theorem consists of the Polya theorem I and the
Polya theorem II. The Polya theorem I is used to determine the number of graph that
are not isomorphic, while the Polya theorem II is used to determine the shape of the
graph. The number of simple graph that are not mutually isomorphic of n =9 knot is
114.008.254 is known 1 graph whitout side, and 1 graph with 45 side.
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Abstrak. Salah satu kajian dalam teori graf yang menarik untuk diteliti adalah tentang
graf yang tidak saling isomorfis. Tujuan dalam penelitian ini yaitu mencari pola
banyaknya graf yang tidak saling isomorfis menggunakan Teorema Polya. Teorema
Polya berkaitan dengan indeks sikel suatu grup, karena Teorema Polya merupakan
teorema yang digunakan untuk menghitung banyaknya pola-pola suatu grup
permutasi yang membentuk indeks sikel dari grup tersebut. Teorema Polya terdiri dari
Teorema Polya I dan Teorema Polya II. Dimana Teorema Polya I digunakan untuk
menentukan jumlah banyaknya graf sederhana yang tidak saling isomorfis, sedangkan
Teorema Polya II digunakan untuk menentukan bentuk-bentuk dari graf sederhana
yang tidak saling isomorfis tersebut. Banyaknya graf sederhana yang tidak saling
isomorfis dari n = 9 simpul adalah 114.008.254 dan diketahui ada 1 graf tanpa sisi
serta 1 graf dengan 45 sisi.

Kata Kunci: Graf Sederhana, Indeks Sikel, Graf Isomorfis, Teorema Polya
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1 Pendahuluan

Matematika berasal dari bahasa Yunani yakni mathema yang berarti
pengetahuan, pemikiran, pembelajaran atau sebelumnya disebut ilmu hisab adalah
ilmu yang mempelajari hal-hal seperti besaran, struktur, ruang dan perubahan [1].
Matematika adalah ilmu universal yang mendasari ilmu pengetahuan lainnya, sepeti
dalam ilmu kimia, ilmu fisika serta ilmu biologi. Peran matematika semakin hari
semakin penting, karena banyak informasi penting yang disampaikan orang dengan
menggunakan Bahasa matematika seperti tabel, diagram, dan grafik. Teori graf
adalah cabang ilmu yang memperlajari sifat-sifat graf. Secara informal, suatu graf
adalah himpunan benda-benda yang disebut vertex (node) yang terhubung oleh
garis (edge). Dalam kehidupan sehari-hari graf digunakan untuk menggambarkan
berbagai macam struktur yang ada. Tujuannya adalah sebagai visualisasi objek-
objek agar lebih mudah dimengerti [2, 3]. Beberapa contoh graf yang sering
dijumpai antara lain, struktur organisasi, bagan alir, pengambilan mata kuliah, peta,
rangkaian listrik, dan lain-lain [4]. Dengan menggunakan model teori graf yang
sesuai, suatu permasalahan menjadi lebih jelas sehingga dapat lebih mudah untuk
menganalisisnya. Permasalahan yang dirumuskan dengan menggunakan teori graf
dibuat sederhana, yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang aspek-
aspek lainnyal[5].

Teori graf lahir pada tahun 1976 melalui tulisan Euler yang berisi tentang
upaya pemecahan masalah Jembatan Konigsberg yang sempat terkenal di Eropa.
Secara sistematis graf mendefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E) ditulis
dengan notasi G = (V, E) yang dalam hal ini V adalah himpunan tidak kosong dari
simpul-simpul (vertex atau node) dan E adalah himpunan sisi (edge) yang
menghubungkan sepasang simpul [2]. Salah satu alasan perkembangan teori graf
yang pesat yakni aplikasinya yang luas dalam kehidupan sehari-hari maupun dalam
berbagai bidang ilmu, seperti ilmu komputer, teknik, sains, serta ilmu sosial [6, 7].
Pada umumnya, enumerasi merupakan pencacahan suatu objek tertentu. Salah satu
alat bantu yang dapat digunakan untuk mempermudah menyelesaikan
permasalahan enumerasi adalah dengan menggunakan teorema Polya (Polya’s
Theorem).

Pada awalnya teorema Polya digunakan dalam perhitungan banyaknya suatu
pola molekul yang terbentuk dari gabungan sejumlah atom-atom penyusunnya.
teorema Polya dikenalkan oleh seorang matematikawan yaitu George Polya pada
tahun 1936. Teorema Polya terdiri dari Teorema Polya I dan Teorema Polya II
Teorema Polya I menjelaskan banyaknya graf yang tidak isomorfis dan Teorema
Polya II menjelaskan bentuk-bentuk graf yang tidak isomorfis tersebut. Teorema
Polya berkaitan dengan indeks sikel polynomial suatu grup, karena teorema Polya
merupakan teorema yang digunakan untuk menghitung banyaknya pola-pola suatu
grup permutasi yang membentuk indeks sikel dari grup tersebut [8—11]. Penelitian
[11] melakukan enumerasi graf sederhana dengan enam simpul menggunakan
Teorema Polya. Penelitian ini merupakan pengembangan dari penelitian tentang
graf yang tidak saling isomorfis. Pada penelitian sebelumnya belum ada yang
membahas penentuan banyaknya graf sederhana dengan sembilan simpul yang
tidak saling isomorfis menggunakan Teorema Polya.
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2 Metode Penelitian
2.1 Jenis Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan adalah studi literatur. Literatur dapat
diartikan sebagai sumber ataupun acuan yang digunakan dalam berbagai aktivitas
di dunia pendidikan ataupun aktivitas lainnya. Metode studi literatur adalah
serangkaian kegiatan yang berkenaan dengan metode pengumpulan data pustaka,
membaca, dan mencatat serta mengolah bahan penelitian [11].

2.2 Teknik Analisis Data

Teknik analisis data yang digunakan adalah studi literatur dengan
mempelajari artikel ilmiah dari berbagai jurnal dan buku-buku yang berkaitan
dengan topik penelitian. Adapun langkah-langkah penelitian yang dilakukan adalah
sebagai berikut:

a. Melakukan kajian literatur mengenai Teorema Polya.
b. Mengkaji karakteristik Teorema Polya.
c. Menentukan permutasi indeks sikel dengan menggunakan bantuan program

Maple.

d. Mengaplikasikan hasil permutasi kedalam Teorema Polya I untuk
menentukan banyaknya graf yang tidak saling isomorfis.

e. Mengaplikasikan hasil permutasi kedalam Teorema Polya II untuk
menentukan bentuk graf yang tidak saling isomorfis.

3  Hasil dan Pembahasan
3.1 Penerapan Teorema Polya Pada Graf 9 Titik

Dalam bagian ini penulis akan membahas uraian untuk menentukan
banyaknya graf dan jenis-jenis graf yang tidak saling isomorfik menggunakan
teorema Polya dengan order n = 9 titik. Apabila n titik pada graf G dikenai
permutasi, maka pasangan titik tak berurut (artinya ab = ba) dari graf tersebut juga
mengalami permutasi. Dalam hal ini pasangan titik tak berurut pada suatu
himpunan dapat dipandang sebagai sisi, yang ujung-ujungnya adalah pasangan titik
tersebut. Jika himpunan permutasi pada titik-titik suatu graf membentuk suatu grup
simetri yaitu Sn, maka permutasi dari pasangan titik-titik (sisi-sisi) tersebut juga
membentuk suatu grup simetri yaitu Rn. Jadi akan dibentuk indeks sikel dari Rn
(permutasi sisi pada graf) dengan membangkitkan indeks sikel pada S» (permutasi
titik pada graf).

3.2 Perkalian Sikel dengan Maple untuk Menentukan Indeks Sikel pada
Graf 9 Titik

Diberikan graf G dengan himpunan titik X = {1,2,3.,4, ... ,9} yang merupakan
himpunan titik suatu graf dengan n=9. Misal S¢ adalah grup simetri yang terbentuk
dari himpunan X, maka banyaknya anggota dari grup S¢ adalah n! = 9! = 362880.
Dengan bantuan program Maple diperoleh bentuk-bentuk hasil kali sikel yang
saling asing dari grup So beserta banyak anggota yang sejenis (Tabel 1).

10
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Tabel 1. Bentuk Hasil Kali Sikel So

Bentuk Banyak Anggota Sejenis
(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9) 1
(12)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9) 36

(123)(4)(5)(6)(7)(8)(9) 168
(1234)(5)(6)(7)(8)(9) 756
(12345)(6)(7)(8)(9) 3024

(123456)(7)(8)(9) 10080
(1234567)(8)(9) 25920
(12345678)(9) 45360
(123456789) 40320

(12)(34)(5)(6)(7)(8)(9) 378
(12)(345)(6)(7)(8)(9) 2520
(12)(3456)(7)(8)(9) 7560

(12)(34567)(8)(9) 18144
(12)(345678)(9) 30240
(12)(3456789) 25920
(123)(456)(7)(8)(9) 3360
(123)(4567)(8)(9) 15120
(123)(45678)(9) 24192
(123)(456789) 20160
(1234)(5678)(9) 11340
(1234)(56789) 18144

(12)(34)(56)(7)(8)(9) 1260
(12)(34)(56)(78)(9) 945
(12)(34)(567)(8)(9) 7560

(12)(34)(5678)(9) 11340
(12)(34)(56789) 9072
(12)(345)(678)(9) 10080
(12)(345)(6789) 15120
(12)(3456)(789) 10760

Sehingga tipe untai dan indeks sikel dari bentuk hasil perkalian cycle diatas
ada 29 yang terlihat pada Tabel 2.

Tabel 2. Tipe Untai dan Indeks Sikel

Tipe Untai Banyak anggota Indeks siklik
[9,0,0,0,0,0,0,0,0 ] 1 x1°
[7,1,0,0,0,0,0,0,0 ] 36 x17x2
[6,0,1,0,0,0,0,0,0 ] 168 X16x3
[5,0,0,1,0,0,0,0,0 ] 756 X15x4
[4,0,0,0,1,0,0,0,0 ] 3024 X1*Xs
[3,0,0,0,0,1,0,0,0 ] 10080 X13X6
[2,0,0,0,0,0,1,0,0 ] 25920 X12X7
[1,0,0,0,0,0,0,1,0 ] 45360 X1Xs8
[0,0,0,0,0,0,0,0,1 ] 40320 X9
[5,2,0,0,0,0,0,0,0 ] 378 X15x22
[4,1,1,0,0,0,0,0,0 ] 2520 x1*x2 x3
[3,1,0,1,0,0,0,0,0 ] 7560 x13%2 X4
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Tipe Untai Banyak anggota Indeks siklik
[2,1,0,0,1,0,0,0,0 ] 18144 X1%2x2 Xs
[1,1,1,0,0,1,0,0,0 ] 30240 X1X2 X6
[0,1,0,0,0,0,1,0,0 ] 25920 X2 X7
[3,0,2,0,0,0,0,0,0 ] 3360 x13x32
[2,0,1,1,0,0,0,0,0 ] 15120 X12X3 X4
[1,0,1,0,1,0,0,0,0] 24192 X1X3 X5
[0,0,1,0,0,1,0,0,0 ] 20160 X3 X6
[1,0,0,2,0,0,0,0,0 ] 11340 X1X42
[0,0,0,1,1,0,0,0,0 ] 18144 X4 X5
[3,3,0,0,0,0,0,0,0 ] 1260 x13x23
[1,4,0,0,0,0,0,0,0 ] 945 x1x1%
[2,2,1,0,0,0,0,0,0 ] 7560 X12x22X3
[1,2,0,1,0,0,0,0,0 ] 11340 X1X2%X4
[0,2,0,0,1,0,0,0,0 ] 9072 X22Xs5
[1,1,2,0,0,0,0,0,0 ] 10080 X1 X2X32
[0,1,1,1,0,0,0,0,0 ] 15120 X2 X3 X4
[0,1,1,1,0,0,0,0,0 ] 10760 X2 X3 X4

Jika himpunan permutasi pada simpul-simpul suatu graf membentuk graf
yang membentuk suatu grup simetri (S, ), maka permutasi dari pasangan terurut
simpul tersebtu juga membentuk suatu grup permutasi (R,,). Maka akan terbentuk
indeks sikel R,, (permutasi sisi pada graf) dengan membengkitkan indeks sikel pada
Sy yang sudah diperoleh. Karena terdapat empat puluh lima sisi pada graf awal
yang kemudian menjadi simpul pada graf yang baru, maka permutasi pada P’
terdapat 29 sikel dengan panjang satu, dan delapan sikel dengan panjang dua.
Sehingga dapat dikatakan, P’ mempunyai indeks sikel x2°x8. Berikut

sebagai ilustrasinya:

OB O
& )
o) ©
O—0

(12)

=)
(:—)

(1323) (1424) (1525) (1626) (1727) (1828) (1929)
Gambar 1. [lustrasi Perubahan Indeks Sikel

Keseluruhan perbahan indeks sikel S9 menjadi indeks sikel R4 dinyatakan
dalam Tabel 3.
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Tabel 3. Perubahan Indeks Sikel

Vol 11, No 022025

No Sn R, No Sn R,

1 x,° x, P 17 x%x3 x4 x13%5% %5

2 x17%, x,%%x,8 4t

3 x1%x3 x2 %58 18 x1x3 x5 X3 3Xs50 x5
4 X1°X4 x1Bxyx57 19 X3 Xg X33%6°

5 x1%xs x; 1057 20 X147 21205700410

6 X1’ X x10x3x6° 21 X4 X5 Xy X47X5> X0
7 x12%7 x 3%, 22 x3%,° x,°x,'8

8 X1X3 X1 X4xg" 23 xx,t xx,%0

9 X9 xg) 24 x%x2xs x1720,8 %5320
10 x°x,2 x 7oy 14 25 xyxy’xg x3x,0%,
11 x1*25 %3 xy Moy B3 26 X2 X X120 %57 %07
12 xPxx, x,7x, %x,° 27 xy x0x32 X1 2x,%x30x 2
13 x%x x5 x4, 3x5°x 28 xox3xa o xyxo2x3% x4txg
14 X1X2 X¢ x12x2 2.7639666 X12

15 X2 X7 X1 x2x74x14 29 X2 X3 X4 X1 Xy 2X32
16 x13x52 x,0x;313 x4tx6 X1,

Sehingga dengan menggunakan Teorema Polya I diperoleh :

Z(So: Xy, X2, vr s Xg) = [x:%° + 36x,%%x,®% + 168x,% x3® + 756x, 5%, x5

362880
+3024x," %7 + 10080x,°x3x,% + 25920x,%x,7 + 45360 x, x,x5* + 40320x,°
+378x, x5 + 2520x, 1 x;, Bx3® + 2520x, 7 x5 %x4” + 18144x,*x, 3x5° x4
+2520x,%x, 2x3%6% + 25920x, x,x,*x,, + 3360x,%x;13

+15120x,3x,%x3 *x, % x5 + 241922, x5 3x* x5 + 20160x5 *x,°

+18144x, x,° X5 x50 + 1260x,°x,'® + 945x,%x,%° + 7560x,°x,% x5 x,°
+11340x,3x,%x,7 + 9072x,%x,*x5%x,0% + 10080x, 2x,%x57x?

+15120x,x; 2x3% x4%x6 x15 + 10760x; x5 %237 x4*x¢ x13)

.. (1)

Diberikan f: X — Y dengan |Y| = r. Pada graf sederhana hanya trdapat dua

keadaan pada himpunan Y, yaitu ada himpunan sisi pada himunan simpul dan tidak

ada sisi pada himpunan simpul, sehingga r =2 maka menyebabkan x; = x, =

X3 = X4 = X5 = Xg = Xg = X7 = Xg = X9 = 2, dengan memasukkan nilai tersebut
pada persamaan (1) diperoleh:

Z(Sy: X1, Xy e, %) = 7——[245 +36.22.2% + 168.2%1. 28 +
756.215.2.27 +3024.21°. 27 + 10080.2°.2.2° + 25920.23.27 +
45360.2.2.2* + 40320.2° + 378.217.21% 4+ 2520.211,28 26 4

2520.27.2°2.25 4+ 18144.2*.23.25.2 4+ 2520.2%2.22.2.2% +

13
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25920.2.2.2%.2 + 3360.2° 213 + 15120.23.22.2%.2%.2 +
24192.2.23.2%.2 + 20160.23.2° + 11340.2.22.21° + 18144.2.22.23.2 +
1260.2°.218 4+ 945,25 220 4+ 7560.2°.28.23,26 + 11340.23.2°0.27 +
9072.22.2%.23.219 + 10080.22.22.2°.22 + 15120.2.22.22.2*.2.2 +
10760.2.22.22.24.2.2] (2
Jadi, untuk graf sederhana dengan Sembilan simpul, maka akan terdapat
114.008.254 graf yang tidak saling isomorfis.
Ambil dua pola pada himpunan Y, misalkan T = tidak mempunyai sisi dan A =
mempunyai sisi, kemudian substitusikan :

X, =T+Ax,=T?+A%x3=T3+ A%,x, =T*+ A*,xs = T> + A% x¢ =
T®+ A% x, =T + A7, xg = T8 + A%, dan xo = T° + A° pada persamaan (1),
sehingga diperoleh :

Z(So: X1, X3, e, Xg) = [(T + A)*> + 36(T + A)?°(T? + A?)®B

. T
362880

+168(T + A)?1(T? + A%)® + 756(T + A)*5(T? + A%)(T3 + A%)?

+3024(T + A)*°(T5 + A%)7 + 10080(T + A)6(T3 + A%)(T® + A®)®

+25920(T + A)3(T7 + A7)7 + 45360(T + A)(T* + A*)(T? + A8)*

+40320(T? + A%)5 + 378(T + A)Y7(T? + A®)** + 2520(T + A)**

(T? + A%)3(T3 + A®)® + 2520(T + A)"(T? + A2)°(T* + A*)®

+18144(T + A)YX(T? + A2)3(T° + A%)5(T10 + A1) + 2520(T + A)*(T? + A%)?

(T3 + A3)(T® + A%)® + 25920(T + A)(T? + A%)(T7 + A7)*(T** + A™)

+3360(T + A)8(T3 + A*)2 + 15120(T + A)3(T? + A?)?(T3 + A®)*

(T* + AN)* (T2 + A'2) + 24192(T + A)(T? + A3)3(T° + A5)*(T15 + A%)

+20160(T3 + A3)3(TS + A®)5 + 11340(T + A)(T? + A2)2(T* + A*)10

+18144(T2 + A2)(T* + A*)2(T® + A5)3(T2° + A20) + 1260(T + A)%(T2 + A2)18

+945(T + A)5(T? + A%)?° + 7560(T + A)>(T? + A%)B(T? + A®)3(T® + A%)®

+11340(T + A3(T? + AD)S(T* + A*)” +9072(T + A)*(T? + AH)*(T5 + A%)?

(T + A'°)2 + 10080(T + A)*(T? + A2)*(T? + A*)?(T® + A%)% + 15120(T + A)

(T? + ADH(T3 + A%)2 (T* + AM)*(TC + A%) (T*? + A*?) + 10760(T + A)

(T2 + A2)2(T3 + A3)2 (T* + A*)*(T6 + A®) (T2 + A12)]

Dilakukan perkalian pada setiap suku di ruas kanan kemudian sederhanakan,
sehingga diperoleh:

Z(Sq: x1, X2, ..., Xo)= T* + T*A + 2T*A? + 6T*A3 + 19T*14* + 67T*0A°
+ 188T394%+ 504T3847 + 1.904T37 A8 + 5.916T3°4° +
19.652T3°A10+ 50.134T3%A11 + 129.054T334%% + 296.629T32A13 +
630.089T314+ 2.745.367T3°A° + 22.219.218T?°A1¢ +
4.699.873T*84Y7+ 5.600.886T%7A'® + 68.461T*°A +
10.076.755T%°A%%+ 11.915T**A%! + 11.588.332T%34%2 +
12.955.566T%2A%3+ 13.667.296T%14%* + 9.058.277T%°A%° +
8.855.577T124%6+ 8.887.873T 8427 + 6.679.979T17A%8 +

829.627T10A%°4 2.707.507T*>43° + 603.586T14431 +
296.629T134324 127.284T12A433 + 51.016T11A43* + 19.652T1043> +

14
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7.837T°A3%+ 2.340T8A37 + 784T7A38 + 228T%A3° + 67T A% +
19T*AY 4 6T3A%2 + 2T24% + TAY + A%

Dengan kata lain untuk graf yang terdiri dari 9 himpunan titik akan terdapat
graf-graf yang tidak saling isomorfik yang memenubhi rincian sebagai berikut :
1 graf tanpa sisi, 1 graf dengan 1 sisi, 2 graf dengan 2 sisi, 6 graf dengan 3 sisi, 19
graf dengan 4 sisi, 67 graf dengan 5 sisi, 188 graf dengan 6 sisi, 504 graf dengan 7
sisi, 1.904 graf dengan 8 sisi, 5.916 graf dengan 9 sisi, 19.652 graf dengan 10 sisi,
50.134 graf dengan 11 sisi, 129.054 graf dengan 12 sisi, 296.629 graf dengan 13
sisi, 630.089 graf dengan 14 sisi, 2.745.367 graf dengan 15 sisi, 22.219.218 graf
dengan 16 sisi, 4.699.873 graf dengan 17 sisi. 5.600.886 graf dengan 18 sisi, 68.461
graf dengan 19 sisi, 10.076.755 graf dengan 20 sisi, 11.915 graf dengan 21 sisi,
11.588.332 graf dengan 22 sisi, 12.955.566 graf dengan 23 sisi, 13.667.296 dengan
24 sisi, 9.058.277 graf dengan 25 sisi, 8.855.577 graf dengan 26 sisi, 8.887.873 graf
dengan 27 sisi, 6.679.979 graf dengan 28 sisi, 829.627 graf dengan 29 sisi,
2.707.507 graf dengan 30 sisi, 603.686 graf dengan 31 sisi, 296.629 graf dengan
32 sisi, 127.284 dengan 33 sisi, 51.016 graf dengan 34 sisi, 19.652 graf dengan 35
sisi, 7.873 graf dengan 36 sisi, 2.340 graf dengan 37 sisi, 784 graf dengan 38 sisi,
228 graf dengan 39 sisi, 67 graf dengan 40 sisi, 19 graf dengan 41 sisi, 6 graf dengan
42 sisi, 2 graf dengan 43 sisi, 1 graf dengan 44 sisi, dan 1 graf dengan 45 sisi.

Berdasarkan teorema Polya II diperoleh bentuk-bentuk graf yang tidak
isomorfik dengan bantuan software Maple, berikut beberapa sampel untuk gambar
graf yang tidak saling isomorfik (Tabel 2).

Tabel 4 Contoh Graf Yang Tidak Saling Isomorfis 9 Simpul
Banyaknya Sisi Contoh Gambar

19 graf dengan 4 sisi

504 graf dengan 7 sisi

22.219.218 graf
dengan
16 sisi

12.955.566 graf
dengan
23 sisi

19 graf dengan 41 sisi

6 graf dengan 42 sisi

15
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Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan, diperoleh kesimpulan yaitu terdapat 45 jenis

graf yang tidak saling isomorfis yang dapat dibuat dari titik sebanyak n, dengan n
= 9 simpul serta banyaknya graf yang tidak isomorfis yang terbentuk dari Sembilan
simpul ada 114.008.254 buah graf.

Penelitian mengenai Teorema Polya tidak hanya dapat dilakukan pada graf

sederhana yang tidak saling isomorfik, namun masih dapat dikembangkan lagi pada
pewarnaan graf dan enumerasi pada graf berarah.
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