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Abstract. A ring 𝑅 can be formed into a new ring, called a polynomial ring or what 

is often called an 𝑅[𝑥] ring. For 𝑅[𝑥] = ℤ𝑛[𝑥] is a polynomial ring which is often 

referred to as an integer polynomial ring modulo n. The polynomial ring of R is the 

set of all polynomials with constants in the form of elements in 𝑅.  In 2019 Maulana 

et al discussed the prime ideal properties of Gaussian integers. In this article, we will 

give a comparison of the prime ideal properties in the modulo integer polynomial ring 

with the integer polynomial ring, where if the prime ideal in integers is not necessarily 

prime ideal in the modulo integer ring. 
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Abstrak. Suatu gelanggang 𝑅  dapat dibentuk gelanggang baru, yaitu gelanggang 

polinomial atau yang sering disebut dengan gelanggang 𝑅[𝑥]. Untuk 𝑅[𝑥] = ℤ𝑛[𝑥] 
merupakan suatu gelanggang polinom yang sering disebut sebagai gelanggang 

polinom bilangan bulat modulo 𝑛. Gelangang polinom atas 𝑅 adalah himpunan semua 

polinom dengan konstantan berupa unsur di 𝑅.  Pada tahun 2019 Maulana dkk telah 

membahas mengenai sifat- sifat ideal prima pada bilangan bulat Gauss. Pada artikel 

ini akan diberikan perbandingan sifat-sifat ideal prima pada gelanggang polinom 

bilangan bulat modulo dengan gelanggang polinom bilangan bulat,,dimana jika ideal 

prima pada bilangan bulat belum tentu ideal prima pada gelanggang bilangan bulat 

modulo. 
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1 Pendahuluan 

 
Ideal prima merupakan abstraksi bilangan prima yang diperkenalkan oleh 

Dedekind pada tahun 1871. Sifat-sifat ideal prima telah dibahas oleh Maulana dkk 

(2019). Sifat-sifat ideal prima pada gelanggang polinom perna diberikan oleh Amir 

(2011). Artikel kali ini penulis lebih memfokuskan pada perbandingan ideal prima 

pada gelanggang polinom bilangan bulat dengan ideal prima pada gelanggang 

polinom bilangan bulat modulo. Sebelum diuraikan sifat-sifat mengenai ideal prima 

pada gelanggang polinom bilangan bulat modulo dan gelanggang polinom bilangan 

bulat, akan dikenalkan beberapa definisi dan sifat-sifat dasar. 
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Definisi 1.1   Bilangan prima merupakan bilangan bulat positif yang lebih besar 

dari 1 yang hanya dapat di bagi oleh 1 dan dirinya 

 

Definisi 1.2  Misalkan 𝑅  suatu gelanggang, subhimpunan tak hampa 𝐼 ⊆ 𝑅 

dikatakan ideal jika memenuhi: 

a. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 

b. ∀𝑎 ∈ 𝐼 dan ∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎𝑟, 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 

 

 Salah satu ideal yang penting adalah ideal prima, yang merupakan abstraksi dari 

bilangan prima. Definisi ideal prima akan diberikan sebagai berikut. 

 
Definisi 1.3  Misalkan 𝑅 suatu gelanggang komutatif dan 𝐼 suatu ideal dari 𝑅. Ideal 

𝐼 disebut ideal prima jika 𝐼 ≠ 𝑅 dan ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 dengan 𝑎𝑏 ∈ 𝑅 berimplikasi bahwa 

𝑎 ∈ 𝐼 atau 𝑏 ∈ 𝐼.  

 
Apabila diberikan suatu gelanggang komutatif dapat dibuat gelanggang baru 

yang dinamakan gelanggang polinomial. Definisi gelanggang polinomial akan 

diberikan sebagai berikut. 

 

Definisi 1.4  Misalkan 𝑅 suatu gelanggang komutatif, suatu polinom dengan 

variabel 𝑥 atas 𝑅 adalah suatu pernyataan dalam bentuk 𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ +
𝑎𝑛𝑥𝑛 dengan 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅, 𝑎𝑛 ≠ 0 dan 𝑛 ∈ ℕ. 

 

 Selanjutnya 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛  dikatakan koefesien dari polinom 𝑝(𝑥) dan 𝑛 adalah 

derajat dari polinom 𝑝(𝑥) , atau dinotasikan dengan 𝑑𝑒𝑟(𝑝(𝑥) = 𝑛 .  Himpunan 

semua polimon dengan koefesien dari gelanggang 𝑅 membentuk suatu gelanggang 

dengan operasi tambah dan dan kali polinom, dan dinamakan gelanggang polinom 

dengan notasi 𝑅[𝑥]. 

 

Teorema 1.1 Apabila 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] , maka berlaku 𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥)) =

𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)) + 𝑑𝑒𝑟(𝑝2(𝑥). 

 

Teorema 1.2  Misalkan 𝑅 suatu daerah integral, maka 𝑅[𝑥] juga daerah integral. 

 

 

2 Hasil dan Pembahasan 
 

Pada bagian ini akan diberikan perbandingan ideal prima pada gelanggang 

polinom bilangan bulat dan gelanggang polinom bilangan bulat modulo.  Yakni 

ideal prima pada galanggang polinom bilangan bulat akan tetapi tidak dijamin ideal 

prima terhadap gelanggang polinom bilangan bulat modulo. 

 

Teorema 2.1. Ideal 〈𝑥〉 adalah ideal prima di ℤ[𝑥] tapi tidak selalu merupakan ideal 

prima pada ℤ𝑛[𝑥]. 
 

Bukti:  Misal 〈𝑥〉 = {𝑘𝑥|𝑘 ∈ ℤ} ideal dari ℤ.  Untuk 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) ∈ ℤ[𝑥].  Untuk 

kasus 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) = 0 , jelas berakibat salah satu polinom adalah polinom nol 
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berdasarkan Teorema 1.2.  Oleh karena itu asumsikan 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) ≠ 0.  Misalkan 

𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) ∈ 〈𝑥〉 , artinya 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) = 𝑘𝑥  untuk suatu 𝑘 ∈ ℤ . Berdasarkan 

Teorema 1.1, 𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥)) = 𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)) + 𝑑𝑒𝑟(𝑝2(𝑥) = 𝑑𝑒𝑟(𝑘𝑥) = 1.  

Kasus pertama, misalkan  𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)) = 0 dan 𝑑𝑒𝑟(𝑝2(𝑥)) = 1, akibatnya bisa 

dimisalkan 𝑝1(𝑥) = 𝛼0 dan 𝑝2(𝑥) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 .  Jadi diperoleh 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) =
𝛼0𝛽0 + 𝛼0𝛽1𝑥 = 𝑘𝑥, akibatnya 𝛼0𝛽0 = 0 atau 𝛼0 = 0 atau 𝛽0 = 0. Untuk 𝛼0 = 0  

didapatkan 0 = 𝑝1(𝑥) ∈ 〈𝑥〉 , dan untuk 𝛽0 = 0  diperoleh 𝑝2(𝑥) = 𝛽1𝑥 ∈ 〈𝑥〉 .  

Akibatnya 〈𝑥〉 adalah ideal prima. 

Kasus kedua misalkan  𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)) = 1 dan 𝑑𝑒𝑟(𝑝2(𝑥)) = 0 , akibatnya bisa 

dimisalkan 𝑝1(𝑥) = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 dan 𝑝2(𝑥) = 𝛽0 .  Jadi diperoleh 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) =
𝛼0𝛽0 + 𝛼1𝛽0𝑥 = 𝑘𝑥, akibatnya 𝛼0𝛽0 = 0 atau 𝛼0 = 0 atau 𝛽0 = 0.  Untuk 𝛽0 = 0  

didapatkan 0 = 𝑝2(𝑥) ∈ 〈𝑥〉 , dan untuk 𝛼0 = 0  diperoleh 𝑝1(𝑥) = 𝛼1𝑥 ∈ 〈𝑥〉 .  

Akibatnya 〈𝑥〉 adalah ideal prima.  

Pada gelanggang polinom ℤ𝑛[𝑥], ideal 〈𝑥〉 tidak dijamin suatu ideal prima, sebagai 

contoh penangkal pilih 𝑛 = 8, 𝑝1(𝑥) = 2 dan 𝑝2(𝑥) = 4.  Mudah dilihat bahwa 

𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) = 0 ∈ 〈𝑥 + 1〉 tapi 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) ∉ 〈𝑥〉. ∎ 

 

Teorema 2.2 Ideal 〈𝑥 + 1〉 adalah ideal prima di ℤ[𝑥] tapi tidak selalu merupakan 

ideal prima pada ℤ𝑛[𝑥]. 
 

Bukti: Misal 〈𝑥 + 1〉 = {𝑘(𝑥 + 1)|𝑘 ∈ ℤ} ideal dari ℤ.  Untuk 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) ∈ ℤ[𝑥].  
Untuk kasus 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) = 0, jelas berakibat salah satu polinom adalah polinom 

nol berdasarkan Teorema 1.2.  Oleh karena itu asumsikan 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) ≠ 0 .  

Misalkan 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) ∈ 〈𝑥 + 1〉, artinya 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) = 𝑘(𝑥 + 1) untuk suatu 𝑘 ∈
ℤ . Berdasarkan Teorema 1.1, 𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥)) = 𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)) + 𝑑𝑒𝑟(𝑝2(𝑥) =

𝑑𝑒𝑟(𝑘(𝑥 + 1)) = 1.  

Kasus pertama, misalkan  𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)) = 0 dan 𝑑𝑒𝑟(𝑝2(𝑥)) = 1, akibatnya bisa 

dimisalkan 𝑝1(𝑥) = 𝛼0 dan 𝑝2(𝑥) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 .  Jadi diperoleh 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) =
𝛼0𝛽0 + 𝛼0𝛽1𝑥 = 𝑘𝑥 + 𝑘 , akibatnya 𝛼0𝛽0 = 𝛼0𝛽1 = 𝛾 . Jadi diperoleh 𝑝2(𝑥) =
𝛾 + 𝛾𝑥 = 𝛾(𝑥 + 1) ∈ 〈𝑥 + 1〉.  Akibatnya 〈𝑥〉 adalah ideal prima. 

Kasus kedua misalkan  𝑑𝑒𝑟(𝑝1(𝑥)) = 1 dan 𝑑𝑒𝑟(𝑝2(𝑥)) = 0 , akibatnya bisa 

dimisalkan 𝑝1(𝑥) = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 dan 𝑝2(𝑥) = 𝛽0 .  Jadi diperoleh 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) =
𝛼0𝛽0 + 𝛼1𝛽0𝑥 = 𝑘𝑥 + 𝑘 , akibatnya 𝛼0𝛽0 = 𝛼1𝛽0 = 𝛾 . Jadi diperoleh 𝑝1(𝑥) =
𝛾 + 𝛾𝑥 = 𝛾(𝑥 + 1) ∈ 〈𝑥 + 1〉.  Akibatnya 〈𝑥〉 adalah ideal prima.  

Pada gelanggang polinom ℤ𝑛[𝑥], ideal 〈𝑥 + 1〉 tidak dijamin suatu ideal prima, 

sebagai contoh penangkal pilih 𝑛 = 8, 𝑝1(𝑥) = 2 dan 𝑝2(𝑥) = 4.  Mudah dilihat 

bahwa 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) = 0 ∈ 〈𝑥 + 1〉 tapi 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) ∉ 〈𝑥〉. ∎ 

 

3 Kesimpulan 

 
Dapat disimpulkan bahwa ideal prima pada gelanggang polinom bilangan bulat 

belum tentu ideal prima pada gelanggang polinom bilangan, sehingga dari 

pembahasan yang telah dipaparkan bahwa sifat-sifat ideal prima pada gelanggang 

polinom adalah:  

1. Ideal 〈𝑥〉 ideal prima di ℤ[𝑥] tapi belum tentu ideal prima pada ℤ𝑛[𝑥].  
2. Ideal 〈𝑥 + 1〉 ideal prima di ℤ[𝑥] tapi belum tentu ideal prima pada ℤ𝑛[𝑥]. 
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