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Abstract. Drawing groups using graphs is a hot topic because groups that were once
abstract can be visualized using this method. In this study, the visuals of groups will
be using the coprime graphs, the non-coprime graphs, the power graphs, and the
intersection graphs. Some of the results obtained are group depictions using graphs to
obtain multipartite graphs or complete graphs.
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Abstrak. Penggambaran grup menggunakan graf adalah topik yang lagi hangat
dikarenakan grup yang dulunya abstrak mampu dibuat visual dengan metode ini. Pada
studi ini akan diberikan visual dari grup menggunakan graf koprima, graf non-
koprima, graf pangkat dan graf irisan. Beberapa hasil yang diperoleh adalah
penggambaran grup menggunakan graf diperoleh graf yang multipartit atau graf
lengkap.

Kata Kunci: graf koprima, graf non-koprima, graf pangkat, graf irisan.

1 Pendahuluan

Grup adalah objek matematika yang abstrak, dimana di anatara anggota grup
tidak memiliki suatu keterkaitan khusus. Suatu himpunan tak hampa dengan
operasi biner yang dioperasikan pada himpunan tersebut dikatakan grup apabila
memenuhi kriteria seperti di antara anggotanya bersifat asosiatif, terdapat unsur nol
pada himpunan tersebut dan setiap anggotanya punya unsur negatif. Beberapa
contoh grup yang populer adalah grup bilangan bulat, grup bilangan bulat modulo,
grup dihedral, grup quartenion yang diperumum.

Dalam matematika, apabila dimiliki sejumlah objek dan kaitan tertentu antara
objek-objek tersebut, maka dapat didefinisikan suatu struktur yang dinamakan graf.
IlImu yang mempelajari graf dinamkaan teori graf. Teori graf ternyata memiliki
banyak aplikasi misalnya pada bidang kimia, transportasi, game, penjadwalan,
pendesainan chip hingga di industri.

Salah satu pemanfaatan graf yang lagi popular adalah dengan memanfaatkan
graf untuk menggambarkan grup sehingga tidak lagi terlihat abstrak. Dengan graf
dapat dikonstruksi kaitan antara anggota-anggota grup, diameter grup, jarak antara
anggota-anggota grup hingga bentuk dari grup itu sendiri. Pada artikel ini akan
dibahas berbagai graf yang dapat digunakan untuk mendeskripsikan grup, seperti
graf koprima, graf non-koprima, graf pangkat, hingga graf irisan.
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2 Pendeskripsian Grup Menggunakan Graf

2.1 Graf Koprima

Graf koprima diperkenalkan oleh Ma dkk sebagai graf dengan himpunan simpul-
simpul terdiri dari semua angggota grup dan ketetanggaan dua buah simpul
didefinisikan apablia orde dari dua simpul tersebut relatif prima [1]. Graf koprima
dari suatu grup diberikan pada definisi berikut.

Definisi 2.1 [2].

Graf koprima dari grup G, dinotasikan dengan I; adalah graf dengan himpunan
simpul semua elemen dari grup G dan dua simpul u dan v dikatakan bertetangga
jika dan hanya jika (|a|, |b]) =

Juliana menemukan bahwa graf koprima dari grup bilangan bulat modulo
merupakan suatu graf multipartite, hal ini diberikan pada teorema berikut.

Teorema 2.1 [3].
Jika n = pfl pé‘z e p]’.{", dimana p,,p,, - -,p; adalah bilangan prima yang
berbeda dan kq, k,,- - -, k; € N, maka graf koprima dari Z,, adalah graf (j + 1)-

partit.
Bukti:

Misalkan Z,, adalah grup bilangan bulat modulo n, dengan n = pfl pé‘z e
p]’.(j, dimana py, p,, - - -, p; adalah bilangan prima yang berbeda dan k4, k,- - -
ki €N. JelasZ, = {0,1,2,-,(p* py> -+ py’) — 1}. Setiap a € Z, dengan

(a,n) # 1, dapat ditulis sebagai a = pil pé‘z e p}l.(j dengan [; <k;. Ini

mengakibatkan |a| = (pk1 hplkahe ...p]'."'_lj). Sebarang b € Z,, dengan (b,n) =

1, didapatkan |b| = pi* pk2 - - . p]’.(j. Jadi Z, = {0,1,2, ... (p{* p32 - - - p]'.‘j) -1}
dapat dipartisi sebagai berlkut.
{0}
V, = {a1,a,, -+, a;} dengan |a;| = II;,_, pW ,0< ay, < ky,a0# 0
V3 = {by, by, ..., b;} dengan |b;| = II;,_, P, 0 < a,, < ky,a, # 0

Visr = {qu, Gz, .. q;} With ICIil =pf’,0 < a <k
Jadi, 0 bertetanggan dengan semuax € V;,i = 2,3,-,j + 1. Beberapau € V;
juga bertetangga dengan v € V;, i # L. Jadi, graf koprima yang terbentuk dari Z,,
adalah graf (j + 1)—partit.m

Syarifudin menemukan bahwa graf koprima dari grup dihedral juga merupakan

suatu graf multipartite, hal ini serupa dengan yang diberikan teorema diatas, hanya
dengan sedikit perbedaan, hal tersebut diberikan pada teorema berikut.
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Teorema 2.2 [4].
Misal n = piipkepks . pkm dimana 1 < i < m, p; adalah bilangan prima
yang berbeda, dan p; # 2 maka graf koprima dari D,,, adalah (m + 2)-partit.
Bukti:

Misalkan D,,, suatu dihedral group dengan n = pf1p§2p§3 p,’ﬁ{” dimana
1 <i < m, p; adalah bilangan prima yang berbeda, p; # 2. Berikutnya
didefinisikan beberpa himpunan, himpunan pertama terdiri dari unsur-unsur yang
berorde 1, himpunan kedua terdiri dari unsur-unsur yang berorde 2, atau genap, dan
himpunan ketiga adalah himpunan yang terdiri dari unsur-unsur yang berorde p,
dan ganjil, dan himpunan ke-(m + 2) terdiri dari unsur-unsur berorde p,,, ganjil,
dan p; tidak membagi p,, dimanal < j < m — 1, jelas himpunan-himpuna ini
membentuk suatu partisi dari D,, . Misal x,y € V;, maka p;|ord(x) dan
pilord(y), jadi (ord(x),ord(y)) # 1, akibatnya x dan y tidak bertetangga.
Sehingga, graf koprima dari D,,, adalah graf (m + 2)-partit.m

Hasil serupa juga didapatkan oleh Nurhabibah pada grup quaternion

Teorema 2.3 [5].

Misal Q,, adalah grup quaternion yang diperumum. Jikan = piipkz . pkm |
p, = 2, p; adalah bilangan prima yang berbeda, maka graf koprima dari Q,,, adalah
graf (m + 1)-partit.

Bukti:

Pertama, asumsikan bahwa p; < p; untuk i < j, lalu definisikan m + 1
subhimpunan dari Q4,. Subhimpunan pertama adalah himpunandengan elemen
berorder n; = 1 atau, tepatnya, P; = {e} . Untuk j = 2,.,.m+ 1 ,
didefinisikan partisi P;, yang mana merupakan himpunan dengan unsur berorde n;
dimana p;_,|n; tapi ps + p; untuk setiap s < j. Dengan pendefinisian ini, semua
m + 1 subhimpunan membentuk partisi bagi Q,,. Untuk j > 0, order elemen-
elemen dari P; tidak relatif prima, or atau ordenya dapat dibagi p;. Akibatnya graf
koprima dari Q,4, adalahm + 1 partit. m

Setelah bentuk graf dari grup ditemukan, maka berbagai numerical invarian dari
grafnya juga bisa didapatkan [6]. Berikutnya akan dibahas dual dari graf koprima
yang dinamakan graf non-koprima.

2.2 Graf Non-Koprima

Graf non-koprima pertama kali diperkenalkan dengan Mansoori [7] yang
merupakan dual dari graf koprima, dimana himpunan simpul-simpulnya adalah
semua anggota grup, kecuali identitas. Dan dua simpul dikatakan bertetangga
apabila ordenya tidak relatif prima. Definisi graf non-koprima diberikan pada
definisi berikut:

Definisi 2.2 [8].
Graf non-koprima dari grup G adalah graf dengan himpunan simpul semua elemen
dari grup G\{e} dan dua simpul u dan v dikatakan bertetangga jika dan hanya jika
(lal,[p]) # 1.
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Masriani menukan suatu hasil yang menarik untuk kasus pangkat prima dari grup
bilangan bulat modulo.

Teorema 2.4 [8].

Jikan = p®, untuk suatu bilangan prima p dan bilangan aski s > 2, maka graf
non-koprima dari Z,, adalah graf lengkap.

Bukti:

Misalkan a adalah unsur di Z,s dengan (p®,a) # 1. Unsur a dapat dituliskan
dengan a = p¥q,untuksuatu 1 < k < s dan bilangan bulat g, dimana (p,q) =
1. Akibatnya, didapatkan |a| = p s — k. Juga, untuk sebarang b € Z,s dengan
(p®,b) = 1, diperoleh |b] = p®. Ini mengakibatkan (|a],|b]) # 1, untuk
semua b € Z,s — {0}. Jadi, a dan b bertetangga untuk semua b € Z,s — {0}.
Maka graf non-koprima dari Z,s adalah graf lengkap Ks_;. m

Untuk grup dihedral studi dilakukan oleh Misuki dkk

Teorema 2.5 [9].

Misalkan D,,, adalah grup dihedral . Jika n = p™ untuk suatu m € N dan p adalah
bilangan prima ganjil, maka graf non-koprima dari D.,, dapat dipartisi menjadi dua
graf lengkap.

Bukti:

Partisi D,,, — {e} menjadi dia himpunan disjoin G, = {a,d?, ...,a?" ~1} dan
G, = {b,ab,...,a’" ~'b}. Jelas p membagi order tiap x € G, dan 2 membagi
setiap y € G,. Akibatnya didapatkan setiap unsur di G, bertetangga, demikian juga
tiap unsur di G, juga bertetangga. Tapi (x,y) = 1, akibtanya setiap x € G, dan
setiap y € G, tidak bertetangga. Sehingga G, dan G, adalah dua graf lengkap yang
disjoint. m
|

Selanjutnya akan dibahas graf lain untuk menggambarkan suatu grup, graf ini
disebut dengan graf pangkat.

2.3 Graf Pangkat

Graf pangkat didefinisikan pada suatu grup dimana himpunan simpulnya adalah
semua anggota grup, dan dua simpul dikatakan bertetangga apabila merupakan
pangkat salah satunya.

Definisi 2.3 [10].

Graf pangkat dari grup G didefinisikan sebagai graf yang himpunan
simpulnyanya adalah semua elemen dari G dan dua simpul berbeda x,y € G
bertetangga jika dan hanya jika x = y* atau y = x¢ untuk suatu k dan c bilangan
bulat positif.
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Asmarani meneliti terkait graf pangkat pada tahun 2021 dan mendapatkan
beberapa sifat terkait graf pangkat pada grup dihedral, salah satu hasil utama dari
penelitian tersebut adalah.

Teorema 2.6 [11].
Jika n = p™ dengan p bilangan prima dan suatu m bilangan asli, maka graf
pangkat dari grup dihedral D,,, memiliki dua subgraf yang tidak disjoint yaitu
subgraf lengkap dan subgraf bintang.
Bukti:

Misalkan D,, = {e,a,ad?,...,a" 1, b,ab,..,a" b}, grup dihedral dengan
n = p™ dimana p bilangan prima dan suatu m bilangan asli. Partisi grup menjadi
tiga subhimpunan partisi, yaitu

Vi = {e}
V, ={a,a2,..,an — 1}
Vs = {b,ab,a2b, ... ,an — 1b}

Perhatikan bahwa V; U V, merupakan subgrup siklik dari D,,, yang dibangun oleh
a dengan |V; U V,| = n, sehingga graf pangkat yang dibentuk oleh V; dan V,
adalah graf lengkap. Kemudian perhatikan partisi V; dan V5, mudah dilihat bahwa

b.a* = a®*p dan b~' = b (lihat referensi [12]), akibatnya x? =
(a¥b)(a®b) = a¥b.a*b = a*a™*bb = a™**bb = an = e sehingga
didapat x = a*b,k € {1,....,n — 1} adalah unsur refleksi. Hal ini berarti

semua anggota di V3 memiliki orde 2 dan inversnya adalah dirinya sendiri yang
berakibat hasil pangkat dari anggota-anggota V5 adalah dirinya sendiri atau e. Dan
untuk sembarang a* dengan1 < k < n — 1 adalah suatu pangkat dari a yang
berarti bukan merupakan suatu pangkat dari anggota-anggota V5. Jadi berdasarkan
definisi graf pangkat, semua anggota partisi V; hanya beretetangga dengan e
(anggota partisi ;) sehinga terbentuk graf bipartit lengkap, kemudian karena V;
hanya terdiri dari satu simpul maka disebut graf bintang. Sehingga diperoleh bahwa
graf pangkat dari grup dihedral D,,, Dimanan = p™ dengan p bilangan prima dan
suatu m bilangan asli adalah graf yang terdiri dari dua subgraf yang tidak disjoint
yaitu berupa subgraf lengkap dan subgraf bintang. m

Berikutnya akan dibahas penggambaran suatu grup menggunakan graf
irisan.

2.4 Graf Irisan

Berbeda dari penggambaran grup dengan menggunakan graf yang dibahas
sebelumnya, pada bagian ini simpul-simpulnya tidak lagi merupakan anggota grup,
tapi merupakan subgrup tak trivial, dengan dua simpul dikatakan bertetangga
apabila irisannya bukan subgrup identitas.

Definisi 2.4 [13].

Misalkan G grup hingga, graf irisan dari G adalah graf tak-berarah dengan simpul
yang terdiri dari semua subgrup non-trivial dari G dan dua simpul berbeda H dan K
bertetangga jika dan hanya jika H N K # {e}.
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Salah satu studi graf irisan pada grup dihedral dilakukan oleh Nurhabibah, dan
dituangkan dalam teorema berikut
Teorema 2.7 [13].
Jika D,,, grup dihedral dengann = p?, maka graf irisan D,,, memiliki subgraf
lengkap K.
Bukti.
Misalkan D,,, grup dihedral. Ambil n = p? dengan p bilangan prima sebarang.
D,,> memiliki dua buah subgrup rotasi, yaitu Ry = {e,a,a*,a> ... ,a™"" } dan
R, = {e,aP,a®?,..,a™ P}, p? buah subgrup refleksi yaitu S; = {e, a’bh} untuk
i =0,1,2,..,p* — 1dan juga memiliki p buah subgrup campuran, yaitu C; =
{e,aP ,a®?,..,a"?,a’b,a’*Ph,..,a’*"Ph} untuk j = 0,1,2,..,p — 1 .
Setiap H, K subgrup rotasi atau campuran yang berbeda, berlaku H N K # {e},
artinya H dan K selalu bertetangga. Dengan demikian subgrup rotasi dan campuran
membentuk subgraf lengkap dari D,,, , yaitu subgraf K., .m

3  Kesimpulan

Penggambaran grup menggunakan graf tidak hanya digambarkan dengan
simpul-simpul berupa anggota grup, tapi juga simpul-simpul berupa subgrup. Baik
simpul-simpul berupa anggota grup atau subgrup mampu mampu membuat grup
memiliki bentuk yang tidak abstrak. Penggambaran grup menggunakan graf
koprima, graf non-koprima, graf pangkat dan graf irisan juga menjadikan grup bisa
dipelajari secara visual.
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